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前言

想记录一下以后学习科研中会经常碰到的数学知识。

就想着不那么严密了。因为我的数学分析学的不是很好。知道什么情况下能用就行。

本笔记整理自课堂讲授与参考教材，内容覆盖复变函数、级数、留数、积分变换与场论等核

心章节。记号约定见绪论中的符号说明。
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第一章 绪论

1.1 符号说明

本书采用如下记号约定：

表 1.1: 符号说明

符号 含义

z 复数，z = x+ iy

Arg z 辐角主值

arg z 辐角

|z| 复数的模

z̄ 共轭复数

ez, ln z 指数函数 / 对数函数¸
,
‚

回路积分 / 面积分
F Fourier 变换
L Laplace 变换
Z Z 变换

2



第二章 复数域与复变函数

2.1 复数的定义

2.1.1 基本定义

复数通常表示为 z = a+ bi 的形式，其中：

• a 称为实部 (Real part)，记作 Re(z)。

• b 称为虚部 (Imaginary part)，记作 Im(z)。

• i 是虚数单位，满足方程 i2 = −1。

备注 (Remark)

一般来说，任意两个复数不能比较大小。

2.1.2 数集表示

在数学符号中，复数集用 C 表示。它包含了所有的实数（当 b = 0 时），也就是说实数集 R
是复数集 C 的子集：

R ⊂ C

2.2 复数的运算与复数集

• 共轭复数的定义：共轭复数的性质：z · z̄ = |z|2

• 复数的运算性质：

1. 交换律： z1 + z2 = z2 + z1，z1z2 = z2z1

2. 结合律： (z1 + z2) + z3 = z1 + (z2 + z3)，(z1z2)z3 = z1(z2z3)

3. 分配律： (z1 + z2)z3 = z1z3 + z2z3，z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3

4. z + 0 = z = 0 + z；z + (−1)z = 0，1 · z = z，0 · z = 0

5. ¯̄z = z

6. z + z̄ = 2Re(z)，z − z̄ = 2i Im(z)

7. z1 ± z2 = z̄1 ± z̄2，z1 · z2 = z̄1 · z̄2；
(
z1
z2

)
= z̄1

z̄2

3



定理：共轭虚根定理

若 z 是实系数多项式方程

C0z
n + C1z

n−1 + C2z
n−2 + · · ·+ Cn−1z + Cn = 0

的根，其中 n ∈ N，Ck ∈ R (k = 0, 1, . . . , n)，C0 6= 0，则 z̄ 也是该方程的根。

证明：对原方程两边取共轭：

C0zn + C1zn−1 + C2zn−2 + · · ·+ Cn−1z + Cn = 0̄

C̄0z̄
n + C̄1z̄

n−1 + C̄2z̄
n−2 + · · ·+ C̄n−1z̄ + C̄n = 0

又 ∵ Ck = C̄k（实数的共轭是其本身），以及 zn = z̄n，. . . z̄ 满足原方程。

2.3 复数的几何表示

z = x+ iy 可以由一组有序实数 (x, y) ∈ R2 唯一确定。

∴ z 与平面 xOy 上点的全体具有一一对应关系。

于是，我们将 x 轴定为实轴，y 轴定为虚轴，两轴所在的平面定为复平面（或 z 平面）。

2.3.1 性质与证明

复数的模与不等式性质

设 z = x+ iy，zk, wk ∈ C：

1. |x| ≤ |z|，|y| ≤ |z|，|z| ≤ |x|+ |y|；

2. zz̄ = |z|2 = |z̄|2，|z| = |z̄|；

3. |z1 · · · zn| = |z1| · · · |zn|，|zn| = |z|n；

4. |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|，|z1 − z2| ≥ ||z1| − |z2||；

5. |z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2(|z1|2 + |z2|2)；

6. |
∑n

k=1 zk| ≤
∑n

k=1 |zk|；

7. (Cauchy 不等式) |
∑n

k=1 zkwk|2 ≤
(∑n

k=1 |zk|2
) (∑n

k=1 |wk|2
)

证明 (Pf)

(1) |z| =
√
x2 + y2 |x| =

√
x2，|y| =

√
y2

∵ y2 ≥ 0, x2 ≥ 0 ∴ |z| ≥ |x|, |z| ≥ |y|
|z|2 = x2 + y2，(|x|+ |y|)2 = x2 + y2 + 2|xy| ≥ |z|2 ∴ |z| ≤ |x|+ |y|

(2) zz̄ = (x+ iy)(x− iy) = x2 + y2 = |z|2

（7）对于任意复数 λ，有：
∑n

k=1 |zk − λwk|2 ≥ 0
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展开得： ∑
|zk|2 − λ

∑
z̄kwk − λ̄

∑
zkw̄k + |λ|2

∑
|wk|2 ≥ 0

令 λ =

∑
zkw̄k∑
|wk|2

，代入化简得：(
n∑

k=1

|zk|2
)(

n∑
k=1

|wk|2
)

≥

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

zkw̄k

∣∣∣∣∣
2

证毕。

2.3.2 复数的三角表达式

定义：复数的辐角

对每一个非零的复数 z = x + iy，实轴的正向与表示 z 的向量 O⃗z 的夹角 θ 称为复数的

辐角，记作 θ = Arg z。

记 r = |O⃗z| = |z| > 0，此时有 tan θ = y
x，x = r cos θ，y = r sin θ。

称 z = r(cos θ + i sin θ) = |z|[cos(Arg z) + i sin(Arg z)] 为复数的三角表达式。

复数主辐角 (Arg z) 的确定

Arg z =



arctan y

x
, z 在第一、四象限内

π + arctan y

x
, z 在第二象限内

−π + arctan y

x
, z 在第三象限内

0, z 在x 正半轴上
π

2
, z 在y 正半轴上

π, z 在x 负半轴上

−π

2
, z 在y 负半轴上

2.4 三维空间中的球面投影（黎曼球）

在三维空间中，取一个与复平面切于原点 z = 0 的半径为 1
2 的球面：

ξ2 + η2 +

(
ζ − 1

2

)2

=

(
1

2

)2

• 记 S(0, 0, 0) 为南极 S。

• 记 N(0, 0, 1) 为北极 N。

对于复平面内任一点 z(x, y, 0)，若用直线连接 z 和 N，则交球面于点 P (ξ, η, ζ)。
x

ξ
=

y

η
=

1

1− ζ

即 ξ = (1− ζ)x, η = (1− ζ)y。

代入得：
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• ξ =
x

x2 + y2 + 1
=

z + z̄

2(|z|2 + 1)

• η =
y

x2 + y2 + 1
=

z − z̄

2i(|z|2 + 1)

• ζ =
|z|2

|z|2 + 1

2.4.1 无穷远点与四则运算

无穷远点的四则运算规则

关于 ∞ 的四则运算如下：

• a+∞ = ∞+ a = ∞

• a−∞ = ∞− a = ∞ (a 6= ∞)

• a · ∞ = ∞ · a = ∞ (a 6= 0,∞)

• a

∞
= 0,

∞
a

= ∞ (a 6= ∞)

• a

0
= ∞ (a 6= 0)

2.5 复内积空间 Cn

• 定义：设 z⃗, w⃗ ∈ Cn，内积定义为：

〈z⃗, w⃗〉 =
n∑

k=1

z̄kwk

• Cauchy 不等式：|〈z⃗, w⃗〉| ≤ ‖z⃗‖‖w⃗‖

2.6 复数的 n 次方根

wk = n
√
|z|
[
cos
(
Arg z + 2kπ

n

)
+ i sin

(
Arg z + 2kπ

n

)]
, k = 0, 1, . . . , n− 1

实例：求 5
√
1−

√
3i

1−
√
3i = 2

[
cos
(
−π

3

)
+ i sin

(
−π

3

)]
5
√
2

[
cos
(
− π

15
+

2kπ

5

)
+ i sin

(
− π

15
+

2kπ

5

)]
, k = 0, 1, 2, 3, 4
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第三章 复变函数基础

3.1 实数域到复数域的扩充

从实数域 R 到复数域 C 的扩充，是为了使代数方程总有解、使开方、指数、三角函数等运
算在更大范围内封闭。

3.1.1 扩充动机

实数域中，方程

x2 + 1 = 0

无解。为使这类方程有解，引入虚数单位 i，满足

i2 = −1.

3.1.2 扩充步骤

复数的定义

1. 引入符号 i，定义 i2 = −1。

2. 定义复数为 z = x+ iy，其中 x, y ∈ R。
3. 规定复数的加法与乘法运算满足交换律、结合律、分配律。
4. 当 y = 0 时，z = x，即实数是复数的特例。

5. 当 x = 0 时，z = iy 为纯虚数。

3.1.3 扩充后的封闭性

复数域的封闭性

扩充后的复数域 C 具有以下重要性质：

1. 复数域是代数闭域：任意次数的复系数多项式方程在 C 内必有根。

2. 加、减、乘、除（除数非零）运算封闭。

3. 开方、指数、对数、三角函数、反三角函数均可合理定义。
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3.2 定义与性质

复变函数定义

复变函数是定义在复数集上的函数，记为

w = f(z),

其中 z ∈ C 为复自变量，w ∈ C 为复因变量。
将 z = x+ iy，w = u+ iv 代入，则复变函数可表示为

f(z) = u(x, y) + i v(x, y),

即一个复变函数等价于两个二元实变函数的有序组合。

3.3 初等函数

3.3.1 指数函数

复指数函数定义为

ez = ex+iy = ex(cos y + i sin y),

满足：

• 周期性：周期为 2πi；

• ez1+z2 = ez1ez2；

• |ez| = ex > 0。

3.3.2 对数函数

复对数函数是指数函数的反函数，定义为多值函数：

ln z = ln |z|+ i (arg z + 2kπ) , k ∈ Z.

主值分支为

Ln z = ln |z|+ iArg z.
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3.3.3 三角函数

由欧拉公式定义复三角函数：

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2i
.

性质：

• 周期仍为 2π；

• 在复平面上无界；

• 实三角函数公式全部形式保留。

3.3.4 反三角函数

以反正弦函数为例，由 sinw = z 解出：

arcsin z = −i ln
(
iz +

√
1− z2

)
.

3.3.5 一般幂函数 zb

利用复对数统一定义：

zb = eb ln z.
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第四章 解析函数

4.1 复变函数的极限

设函数 w = f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 在 z0 = x0 + iy0 的去心邻域内有定义，A = a+ ib 为

复常数。若对任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得当

0 < |z − z0| < δ

时，有

|f(z)−A| < ε,

则称 A 为 f(z) 当 z → z0 时的极限，记作

lim
z→z0

f(z) = A.

4.1.1 极限存在的充要条件

复变函数极限存在等价于其实部和虚部的极限同时存在：

lim
z→z0

f(z) = A ⇐⇒ lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) = a, lim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) = b.

4.1.2 极限运算法则

若 lim
z→z0

f(z) = A， lim
z→z0

g(z) = B，则

1. lim
z→z0

[f(z)± g(z)] = A±B;

2. lim
z→z0

[f(z) · g(z)] = AB;

3. lim
z→z0

f(z)

g(z)
=

A

B
(B 6= 0).

4.2 复变函数的连续性

定义：复变函数的连续性

若 lim
z→z0

f(z) = f(z0)，则称 f(z) 在 z0 处连续。

10



4.2.1 连续的充要条件

f(z) 在 z0 连续 ⇐⇒ u(x, y), v(x, y) 在 (x0, y0) 处均连续.

4.2.2 连续函数的运算性质

1. 连续函数的和、差、积、商（分母非零）仍连续；

2. 连续函数的复合函数仍连续；

3. 有界闭域上的连续函数必有界、可取到最值。

4.3 复变函数的导数

定义：复变函数的导数

设函数 w = f(z) 在 z0 的邻域内有定义。若极限

lim
∆z→0

∆w

∆z
= lim

∆z→0

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z

存在且有限，则称 f(z) 在 z0 处可导，该极限称为 f(z) 在 z0 处的导数，记作

f ′(z0) =
dw
dz

∣∣∣∣
z=z0

.

4.3.1 可导的必要条件：连续

若 f(z) 在 z0 可导，则 f(z) 必在 z0 连续。

lim
∆z→0

[
f(z0 +∆z)− f(z0)

]
= lim

∆z→0

f(z0 +∆z)− f(z0)

∆z
·∆z = f ′(z0) · 0 = 0.

4.4 柯西—黎曼方程（C-R 方程）

设 f(z) = u(x, y) + iv(x, y)，z = x+ iy。

定理：柯西—黎曼方程 (C-R 方程)

f(z) 在 z 处可导的必要条件是 u, v 可微且满足

∂u

∂x
=

∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x
.

若 u, v 一阶偏导连续且满足 C-R 方程，则 f(z) 可导。

4.4.1 推导思路

令 ∆z = ∆x+ i∆y，分别沿实轴、虚轴取极限，令两者相等即得 C-R 方程。
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4.4.2 导数计算公式

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=

∂v

∂y
− i

∂u

∂y
.

4.5 解析函数

定义：解析函数

若 f(z) 在 z0 及其某一邻域内处处可导，则称 f(z) 在 z0 处解析。
若 f(z) 在区域 D 内每一点都解析，则称 f(z) 是 D 内的解析函数。

4.5.1 可导与解析的区别

• 可导：只要求在一点存在导数；

• 解析：要求在一点及其邻域内都可导，条件更强。

4.5.2 解析的充要条件

f(z) = u+ iv 在区域 D 内解析 ⇐⇒

1. u(x, y), v(x, y) 在 D 内可微；

2. u, v 在 D 内处处满足 C-R 方程。

4.6 调和函数

定义：调和函数

若二元实函数 u(x, y) 在区域 D 内具有二阶连续偏导数，且满足拉普拉斯方程

∆u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0,

则称 u 为 D 内的调和函数。

4.6.1 解析函数与调和函数的关系

定理：解析函数与调和函数

若 f(z) = u+ iv 在区域 D 内解析，则 u, v 都是 D 内的调和函数。

推导：由解析性知 C-R 方程成立：

ux = vy, uy = −vx.

分别对两式求导：

uxx = vyx, uyy = −vxy.
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由二阶偏导连续，vyx = vxy，故

uxx + uyy = 0.

同理可证 vxx + vyy = 0。

4.6.2 共轭调和函数

定义：共轭调和函数

设 u, v 均为调和函数，且满足 C-R 方程，则称 v 为 u 的共轭调和函数。

若 f(z) = u+ iv 解析，则 v 是 u 的共轭调和函数。已知 u 可通过 C-R 方程求出 v，从而

构造解析函数。
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第五章 共形映射 (Conformal Mapping)

5.1 几何意义

解析函数在导数不为零的点处具有两个重要的局部几何性质：

• 保角性：设曲线 C1, C2 在点 z0 相交，夹角为 θ。映射 w = f(z) 将 C1, C2 映为 Γ1,Γ2，它

们在 w0 = f(z0) 处的夹角仍为 θ，且旋转方向保持不变。其原因是

Arg f ′(z0) = lim
∆z→0

[
Arg∆w −Arg∆z

]
,

即映射后的切向量相对于原切向量旋转了 Arg f ′(z0)，该旋转角对所有经过 z0 的曲线均

相同，故称旋转角不变性。

• 伸缩率不变性：微小线段在映射前后的长度比近似为常数 |f ′(z0)|，与线段方向无关。即

|f ′(z0)| = lim
∆z→0

|∆w|
|∆z|

.

例 5.1. 设 w = f(z) = z2 + 2z，求在点 z0 = 1 + i 处的旋转角与伸缩率。

解．f ′(z) = 2z+2，故 f ′(1+i) = 2(1+i)+2 = 4+2i。旋转角为Arg(4+2i) = arctan 2
4 = arctan 0.5。

伸缩率为 |f ′(1 + i)| =
√
42 + 22 = 2

√
5。

5.2 共形映射的定义

定义 5.1（共形映射）若 w = f(z)在区域 D内处处解析、且对任意 z0 ∈ D有 f ′(z0) 6= 0，

则称该映射在 D 内是共形的（或称第一类共形映射，保持夹角大小和方向）。

5.2.1 扩充复平面上的共形性

针对扩充复平面 C∗ = C∪ {∞}，可利用倒数变换将无穷远点转化为有限点，从而定义共形
性：

• 情形 I：w = f(z) 将 z = z0( 6= ∞) 映成 w = ∞。
令 ζ =

1

w
。若 ζ =

1

f(z)
在 z = z0 处共形，则称原映射在 z = z0 处共形。

• 情形 II：w = f(z) 将 z = ∞ 映成 w = w0( 6= ∞)。

令 η =
1

z
。若 w = f

(
1

η

)
在 η = 0 处共形，则称原映射在 z = ∞ 处共形。
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• 情形 III：w = f(z) 将 z = ∞ 映成 w = ∞。
令 η =

1

z
, ζ =

1

w
。若 ζ =

1

f(1/η)
在 η = 0 处共形，则称原映射在 z = ∞ 处共形。

定理 5.2（分式线性映射的保角性） 分式线性映射在扩充复平面上是一一的，且处处具
有保角性。

5.3 分式线性映射

分式线性映射（Möbius 变换）的一般形式为

w =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0.

它可以分解为以下三种基本变换的复合：

1. 平移：z 7→ z + b

2. 旋转与伸缩：z 7→ az（a 6= 0）

3. 反演：z 7→ 1

z

公式分解：

w =
a

c
− ad− bc

c
· 1

cz + d
(c 6= 0).

例 5.2. 将分式线性映射 w =
2z + 3

z − 1
分解为基本变换的复合。

解．
w =

2z + 3

z − 1
= 2 +

5

z − 1
.

因此变换可分解为：z 7→ z − 1（平移），7→ 1

z − 1
（反演），7→ 5

z − 1
（伸缩），7→ 5

z − 1
+ 2（平

移）。

5.4 保圆性与对称点

5.4.1 对称点引理

引理 5.3（对称点引理） 设 C 是以 z0 为心、R 为半径的圆周。两点 z1, z2 关于 C 对称

的充要条件是：过 z1, z2 的任意圆周（或直线）均与 C 正交。

代数刻画：z1, z2 关于圆周 C : |z− z0| = R 对称 ⇐⇒ (z1 − z0)(z2 − z0) = R2，或当 C 为

实轴（半径为无穷大的圆周）时，z2 = z1。

定理 5.4（分式线性映射的保对称性）设 w = f(z) 是分式线性映射，C 为扩充复平面上

的圆周。若 z1, z2 关于 C 对称，则 w1 = f(z1), w2 = f(z2) 关于 f(C) 也对称。
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5.4.2 保圆性 (Circle-Preserving Property)

定义 5.5（保圆性） 若一个映射将扩充复平面上的圆周（包括直线，视为过 ∞ 的圆周）

映为圆周，则称它具有保圆性。

以反演映射 w =
1

z
为例验证：

令 z = x+ iy，w = u+ iv，代入一般圆方程

a(x2 + y2) + bx+ cy + d = 0,

利用 x = u
u2+v2

, y = −v
u2+v2

（由 z = 1/w 得 x+ iy = u−iv
u2+v2

），代入后整理可得

d(u2 + v2) + bu− cv + a = 0,

仍为圆方程（当 d 6= 0 时为普通圆；d = 0 时为直线）。故保圆。

注． 分式线性映射在扩充复平面上将圆周映成圆周，即具有保圆性。

5.5 交比与映射唯一性

5.5.1 交比 (Cross Ratio)

扩充复平面上四个相异点 z1, z2, z3, z4 的交比定义为

(z1, z2, z3, z4) =
z1 − z3
z2 − z3

:
z1 − z4
z2 − z4

=
(z1 − z3)(z2 − z4)

(z2 − z3)(z1 − z4)
.

当某点为 ∞ 时，将分子分母中含有该点的因子按极限理解（如 z4 = ∞ 时，(z1, z2, z3,∞) =
z1−z3
z2−z3

）。

注． 分式线性映射保持交比不变，即具有保交比性：

(w1, w2, w3, w4) = (z1, z2, z3, z4).

5.5.2 唯一确定映射的条件

定理 5.6（唯一性定理） 给定 z 平面上三个相异点 z1, z2, z3 与 w 平面上三个相异点

w1, w2, w3，则存在唯一的分式线性映射 w = f(z) 使得

f(zk) = wk, k = 1, 2, 3.

由保交比性可直接写出该映射：

(w − w1)(w3 − w2)

(w − w2)(w3 − w1)
=

(z − z1)(z3 − z2)

(z − z2)(z3 − z1)
.

例 5.3. 求将点 z = 0, 1,∞ 分别映为 w = −1,−i, 1 的分式线性映射。
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解． 设对应关系为 z1 = 0 → w1 = −1, z2 = 1 → w2 = −i, z3 = ∞ → w3 = 1。利用三点式：

w − w1

w − w2
· w3 − w2

w3 − w1
=

z − z1
z − z2

· z3 − z2
z3 − z1

.

代入得
w + 1

w + i
· 1 + i

2
=

z − 0

z − 1
· 1 =

z

z − 1
.

解得

w =
(i− 1)z + 2

(1− 3i)z + (i− 1)
.

5.6 三种典型映射类型及其推导

分式线性映射的核心在于利用边界对应原理与对称点原理确定参数。

5.6.1 类型 I：上半平面 Im(z) > 0 → 单位圆盘 |w| < 1

推导步骤：

1. 设上半平面内一点 λ（Im(λ) > 0）映为圆心 w = 0。

2. 由对称点原理，λ 关于实轴的对称点 λ̄ 应映为 w = ∞。

3. 映射形式为 w = k
z − λ

z − λ̄
。

4. 实轴映为单位圆周 |w| = 1，取 z 为实数时 |w| = |k| = 1，故 k = eiθ。

最终映射公式：
w = eiθ

z − λ

z − λ̄
, θ ∈ R, Im(λ) > 0.

5.6.2 类型 II：单位圆盘 |z| < 1 → 单位圆盘 |w| < 1

推导步骤：

1. 设圆盘内一点 α（|α| < 1）映为 w = 0。

2. 对称点 1/ᾱ 映为 w = ∞。

3. 映射形式为 w = k′
z − α

1− ᾱz
。

4. 单位圆周 |z| = 1 映为 |w| = 1，可得 |k′| = 1，即 k′ = eiφ。

最终映射公式：
w = eiφ

z − α

1− ᾱz
, φ ∈ R, |α| < 1.
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5.6.3 类型 III：上半平面 Im(z) > 0 → 上半平面 Im(w) > 0

推导步骤：

1. 系数 a, b, c, d 均取实数（可相差一个实常数因子）。

2. 虚部满足：
Im(w) =

1

2i
(w − w̄) =

(ad− bc) Im(z)

|cz + d|2
.

3. 为保持上、下半平面，需要分子分母符号一致，故要求 ad− bc > 0（保定向）。

最终映射公式：
w =

az + b

cz + d
, a, b, c, d ∈ R, ad− bc > 0.

例 5.4. 求将上半平面映为单位圆盘，且使 λ = i 映为 w = 0，并满足 w(2i) > 0 的分式线性映

射。

解． 由类型 I 公式，λ = i，λ̄ = −i，故

w = eiθ
z − i

z + i
.

由附加条件 w(2i) > 0：

w(2i) = eiθ
2i− i

2i+ i
= eiθ

i

3i
=

1

3
eiθ > 0,

故 eiθ = 1（取 θ = 0）。所求映射为

w =
z − i

z + i
.

例 5.5. 边界对应求映射 求将上半单位圆盘 D = {z : |z| < 1, Im z > 0} 共形映射为上半平面
的映射。

解．区域边界由上半圆周和实轴上的线段 [−1, 1] 组成。先用分式线性映射将两个边界“拉直”。

考虑映射 w1 = z+1
z−1。它把实轴映为实轴，把圆周 |z| = 1 映为虚轴。取 z = 0 得 w1 = −1，取

z = i 得 w1 = −i，故 w1 将上半单位圆盘映为第三象限。调正方向：用 w2 = −w1 = 1+z
1−z，则

z = 0 7→ 1，z = i 7→ i，将上半单位圆盘映为第一象限。再平方 w = w2
2 =

(
1+z
1−z

)2
，即把第一象

限映为上半平面。故所求映射为

w =

(
1 + z

1− z

)2

.
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5.7 初等函数的共形性

5.7.1 幂函数

幂函数 w = zn (n ≥ 2)：

• 导数：dw
dz = nzn−1。

• 共形性：除 z = 0 外处处共形；z = 0 处角度放大 n 倍。

• 角形域变换：将角域 0 < arg z < α（α ≤ 2π/n）一一地共形映为角域 0 < argw <

nα。

5.7.2 根式函数

根式函数 w = n
√
z（取定单值分支）：

• 是幂函数的逆映射，在除原点外的区域共形。

• 将角域 0 < arg z < nα 共形映为 0 < argw < α。

• 常用于“展平”角度过大的角域。

5.7.3 指数函数

指数函数 w = ez：

• 导数：dw
dz = ez 6= 0，复平面内处处共形。

• 几何意义：将水平带形域 0 < Im z < 2π 共形映射为沿正实轴割开的复平面（去掉

0 到 +∞ 的射线）。一般地，带形域 y0 < Im z < y0 + 2π 映为去掉从原点出发的一

条射线的复平面。

• 将水平直线映为从原点出发的射线，将竖直直线映为以原点为心的圆周。

5.7.4 对数函数

对数函数 w = Ln z（取主值支 w = ln |z|+ iArg z, −π < Arg z ≤ π）：

• 是指数函数的逆映射，在去掉原点和负实轴的区域上解析且导数 w′ = 1/z 6= 0，故

共形。

• 将上述割开的复平面共形映为水平带形域 −π < Imw < π。

• 常用来把角域或扇形域变为带形域。

例 5.6. 指数函数与带形域 求将带形域 0 < Im z < π 共形映射为单位圆盘 |w| < 1 的映射。

解． 分两步：
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1. 先用指数函数 w1 = ez。当 z = x+ iy, 0 < y < π 时，w1 = exeiy，幅角在 (0, π)，模长取

遍 (0,∞)，故 w1 将带形域映为上半平面 Imw1 > 0。

2. 再将上半平面映为单位圆盘，可取典型映射 w =
w1 − i

w1 + i
（将 i 映为圆心）。

复合得

w =
ez − i

ez + i
.

例 5.7. 对数函数与扇形域 求将扇形域 D = {z : |z| < 1, 0 < arg z < π/3} 共形映射为上半平
面的映射。

解．

1. 先用幂函数 w1 = z3，将扇形域（张角 π/3）展平为上半单位圆盘：|w1| < 1, Imw1 > 0。

2. 再用上半单位圆盘到上半平面的映射：w =

(
1 + w1

1− w1

)2

。

复合得

w =

(
1 + z3

1− z3

)2

.

20



第六章 复积分

6.1 复变函数积分的定义

设 C 是复平面上一条光滑（或逐段光滑）的曲线，我们选定一个正方向（规定 +：起点指

向终点或逆时针），称 C 为一条有向曲线，其反向曲线为 C−。

定义：复变函数积分

设函数 w = f(z) 在区域 D 内有定义，C 为 D 内以 A 为起点、B 为终点的光滑有向曲

线。若将曲线 C 任意划分为 n 个小弧段，分点为 A = z0, z1, . . . , zn = B。在每个小弧段
⌢

zk−1zk 上任取一点 ξk，作和式：

n∑
k=1

f(ξk)∆zk, 其中∆zk = zk − zk−1.

记 δ = max1≤k≤n |∆zk| 为小弧段的最大长度。若当 δ → 0 时，该和式的极限存在且唯一

（与分法、取点 ξk 无关），则称此极限为函数 f(z) 在曲线 C 上的复变函数积分，记作

ˆ
C
f(z) dz = lim

δ→0

n∑
k=1

f(ξk)∆zk.

6.1.1 积分的计算方法（参数方程法）

设曲线 C 的参数方程为 z = z(t) = x(t) + iy(t)，其中 t ∈ [α, β]。则 dz = z′(t)dt =

(x′(t) + iy′(t))dt。

复积分可转化为实变量的定积分计算：

ˆ
C
f(z)dz =

ˆ β

α
f [z(t)]z′(t)dt.

也可拆分为实部和虚部的曲线积分组合：

ˆ
C
f(z)dz =

ˆ
C
udx− vdy + i

ˆ
C
vdx+ udy.
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6.2 典型例题计算

例 1

计算
ˆ
C
z dz，路径 C 分别为：

(1) 从点 O 沿直线 z = t+ it 到点 1 + i；

(2) 从点 O 沿实轴到 1，再平行虚轴到 1 + i。

解 (1)：路径 z = t+ it, t : 0 → 1。dz = (1 + i)dt。
ˆ
C
z dz =

ˆ 1

0
(t+ it)(1 + i)dt = (1 + i)2

ˆ 1

0
tdt = 2i · 1

2
= i.

解 (2)：分为两段 C1 : z = t, t : 0 → 1；C2 : z = 1 + it, t : 0 → 1。
ˆ
C1

z dz =

ˆ 1

0
tdt = 1

2
.

ˆ
C2

z dz =

ˆ 1

0
(1 + it)(i dt) =

ˆ 1

0
(−t+ i)dt = −1

2
+ i.

ˆ
C
z dz =

ˆ
C1

z dz +
ˆ
C2

z dz =
1

2
+

(
−1

2
+ i

)
= i.

例 2

设 C 为正向圆周 |z| = 1，计算：

(1)
˛
C
(x2 − y2 + 2xyi)dz (2)

˛
C

1

z
dz

解：参数化圆周 z(θ) = eiθ = cos θ + i sin θ，θ : 0 → 2π，dz = ieiθdθ。
(1) 观察被积函数可知 f(z) = (x2 − y2) + i(2xy) = (x+ iy)2 = z2 = ei2θ。

˛
C
z2dz =

ˆ 2π

0
ei2θ · ieiθdθ = i

ˆ 2π

0
ei3θdθ =

1

3
ei3θ
∣∣∣∣2π
0

= 0.

(2)
˛
|z|=1

1

z
dz =

ˆ 2π

0

1

eiθ
· ieiθdθ =

ˆ 2π

0
i dθ = 2πi.

6.3 重要公式与推论

6.3.1 复积分的估值不等式

对于复变量积分，我们有对应的模长估值定理：∣∣∣∣ˆ
C
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ˆ
C
|f(z)|ds.
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若在曲线 C 上满足 |f(z)| ≤ M，且 L 为曲线 C 的长度，则：∣∣∣∣ˆ
C
f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ML.

6.3.2 核心公式：
˛
|z−z0|=r

1

(z − z0)n
dz 的计算

设 C 为正向圆周 |z − z0| = r。令 z − z0 = reiφ，则 dz = ireiφdφ。

˛
C

1

(z − z0)n
dz =

ˆ 2π

0

1

rneinφ
· ireiφdφ =

i

rn−1

ˆ 2π

0
e−i(n−1)φdφ.

当 n = 1 时，积分积项为 1，结果为 2π；当 n 6= 1 时，由于指数函数的周期性，积分结果为 0。

重要结论： ˛
|z−z0|=r

1

(z − z0)n
dz =

2πi, n = 1

0, n 6= 1 (n ∈ Z)

6.4 原函数与不定积分

定理：积分与路径无关性

设函数 f(z) 在单连通区域 B 内解析，则积分
ˆ
C
f(z)dz 与在 B 内的路径无关。

定义：原函数

若在区域 B 内有 F ′(z) = f(z)，则称 F (z) 为 f(z) 在该区域内的一个原函数。

6.4.1 变上限积分的导数

设 F (z) =
´ z
z0
f(ζ)dζ，其中 z0 为 B 内任意定点。由解析性及积分与路径无关，可证：

F ′(z) = lim
∆z→0

F (z +∆z)− F (z)

∆z
= f(z).

6.4.2 牛顿-莱布尼茨公式

若 G(z) 是 f(z) 的一个原函数，则复积分同样可以用前后端点值计算：

ˆ z1

z0

f(z)dz = G(z1)−G(z0).
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6.5 柯西-古萨基本定理

定理：柯西-古萨定理 (Cauchy-Goursat Theorem)

如果函数 w = f(z) 在单连通区域 D 内解析，C 是 D 内的一条简单闭曲线，则
˛
C
f(z)dz = 0.

6.5.1 闭路变形原理

设 f(z) 在区域 D 内解析，C,C1, C2, . . . , Cn 是 D 内互不相交的正向简单闭曲线，且

C1, . . . , Cn 全部包含在 C 所围的区域内，则：

˛
C
f(z)dz =

n∑
k=1

˛
Ck

f(z)dz.

6.6 复合闭路定理与例题

例 3

计算
˛
C

3z − 2i

z(z − i)
dz，其中 C 为正向圆周 |z| = 2。

解：被积函数有两个奇点 z = 0 及 z = i，均在圆周 C 内部。利用部分分式展开法：

3z − 2i

z(z − i)
=

2

z
+

1

z − i
.

由闭路变形原理，分别围绕两奇点作小圆周积分，结合核心圆周积分结论得：
˛
C

2

z
dz = 2 · 2πi = 4πi,

˛
C

1

z − i
dz = 2πi.

原式 = 4πi+ 2πi = 6πi.

6.7 柯西积分公式

柯西积分公式是解析函数理论的核心结果之一，它揭示了解析函数在区域内部的值可由边

界上的积分完全确定。

定理：柯西积分公式

设 f(z) 在简单闭曲线 C 所围成的区域 D 内解析，在 D = D ∪C 上连续，z0 为 D 内任

意一点，则

f(z0) =
1

2πi

˛
C

f(z)

z − z0
dz.

24



证明思路：在 D 内作以 z0 为心、充分小的正向圆周 Cε，使 Cε 完全含于 D 内。由闭路变形原

理，
¸
C

f(z)
z−z0

dz =
¸
Cε

f(z)
z−z0

dz。令 z − z0 = εeiθ，利用 f(z) 的连续性可得

˛
Cε

f(z)

z − z0
dz =

ˆ 2π

0

f(z0 + εeiθ)

εeiθ
iεeiθdθ = i

ˆ 2π

0
f(z0 + εeiθ)dθ ε→0−−−→ 2πif(z0).

移项即得公式。

注． 柯西积分公式表明，解析函数在区域内部的值完全由其在边界上的值决定，这与实可微函
数截然不同。

例 4 (利用柯西积分公式)

计算下列积分，其中 C 为正向圆周 |z| = 2：

(1)

˛
C

ez

z − 1
dz (2)

˛
C

sin z
z + π

dz (3)

˛
C

z

z2 + 1
dz

解：

1. 被积函数在 C 内只有一个奇点 z = 1。取 f(z) = ez，z0 = 1，由柯西积分公式
˛
C

ez

z − 1
dz = 2πi f(1) = 2πi e.

2. 奇点 z = −π 在 C 内（| − π| = π > 2？注意 |z| = 2，| − π| = π > 2，故 z = −π

在圆外，积分为 0！需修改题目以确保奇点在内部）。
改为 C : |z| = 4，则 z = −π 在内。令 f(z) = sin z，z0 = −π，

˛
C

sin z
z + π

dz = 2πi sin(−π) = 0.

3. z2 + 1 = (z − i)(z + i)，奇点 z = i 和 z = −i 均在 C 内。不能直接套用柯西公式，

需用复合闭路定理拆分为两个积分：

z

z2 + 1
=

z

(z − i)(z + i)
.

作部分分式： z
z2+1

= 1
2

(
1

z−i +
1

z+i

)
。于是

˛
C

z

z2 + 1
dz =

1

2

(˛
C

1

z − i
dz +

˛
C

1

z + i
dz
)

=
1

2
(2πi+ 2πi) = 2πi.

6.8 高阶导数公式

柯西积分公式的一个极其重要的推论是：解析函数在区域内部任意阶导数都存在，且同样

可用边界积分表示。
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定理：高阶导数公式

设 f(z) 在简单闭曲线 C 所围成的区域 D 内解析，在 D 上连续，则对于 D 内任意一点

z0，f(z) 的 n 阶导数存在，且

f (n)(z0) =
n!

2πi

˛
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz, n = 1, 2, 3, . . .

证明思路：由柯西积分公式 f(z0) =
1

2πi

¸
C

f(ζ)
ζ−z0

dζ。对 z0 求导，交换积分与求导次序即得。

该定理表明，一个复变函数只要在某区域内有一阶导数（即解析），则它在该区域内具有任

意阶导数。这是复变函数与实变函数的本质区别之一。

例 5 (利用高阶导数公式)

计算下列积分，其中 C 为正向圆周 |z| = 1：

(1)

˛
C

e2z

z4
dz (2)

˛
C

cosπz
(z − 1/2)3

dz

解：

1. 函数 e2z 在整个平面解析，z0 = 0 在 C 内。由高阶导数公式，n+ 1 = 4 ⇒ n = 3，
˛
C

e2z

z4
dz =

2πi

3!
f (3)(0), 其中f(z) = e2z.

计算 f (3)(z) = 23e2z = 8e2z，故 f (3)(0) = 8。因此
˛
C

e2z

z4
dz =

2πi

6
· 8 =

8πi

3
.

2. z0 = 1/2 在 C 内，n+ 1 = 3 ⇒ n = 2。令 f(z) = cosπz，则

f ′′(z) = −π2 cosπz, f ′′(1/2) = −π2 cos(π/2) = 0.

故 ˛
C

cosπz
(z − 1/2)3

dz =
2πi

2!
f ′′(1/2) = πi · 0 = 0.
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例 6 (柯西积分与高阶导数的综合)

设 C 为正向圆周 |z| = 3，计算积分

I =

˛
C

z3 + 2z + 1

(z − 1)2(z + 2)
dz.

解：被积函数在 C 内有两个奇点：z = 1（二级极点）和 z = −2（一级极点）。由复合闭

路定理，

I =

˛
C1

z3 + 2z + 1

(z − 1)2(z + 2)
dz +

˛
C2

z3 + 2z + 1

(z − 1)2(z + 2)
dz,

其中 C1 只围绕 z = 1，C2 只围绕 z = −2。

• 在 C1 上，记 g(z) = z3+2z+1
z+2 ，它在该小圆内解析。于是

˛
C1

g(z)

(z − 1)2
dz = 2πi g′(1).

计算 g(z) = z3+2z+1
z+2 ，求导得 g′(z) = (3z2+2)(z+2)−(z3+2z+1)

(z+2)2
。代入 z = 1：

g′(1) =
(3 + 2)(3)− (1 + 2 + 1)

32
=

15− 4

9
=

11

9
.

故第一项为 2πi · 11
9 = 22πi

9 。

• 在 C2 上，记 h(z) = z3+2z+1
(z−1)2

，由柯西积分公式

˛
C2

h(z)

z + 2
dz = 2πi h(−2).

h(−2) = (−8)+(−4)+1
(−3)2

= −11
9 。故第二项为 2πi · −11

9 = −22πi
9 。

因此 I = 22πi
9 − 22πi

9 = 0.

推论

由高阶导数公式可立即得出以下重要结论：

1. 解析函数的无穷可微性：若 f(z) 在区域 D 内解析，则它在 D 内具有任意阶导数。

2. 柯西不等式：设 f(z) 在圆盘 |z − z0| < R 内解析，且 |f(z)| ≤ M，则

|f (n)(z0)| ≤
n!M

Rn
.

3. 刘维尔定理：若 f(z) 在整个复平面上解析且有界，则 f(z) 必为常数。

4. 代数学基本定理：任一 n 次多项式在复数域上必有 n 个根（含重数）。
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第七章 级数

7.1 复数项级数

7.1.1 基本概念

设 {zn} = {xn + iyn} 为一复数序列，若存在复数 z0 = x0 + iy0 使得 limn→∞ |zn − z0| = 0，

则称序列收敛于 z0。

无穷级数
∑∞

n=0 zn 定义为部分和序列 SN =
∑N

n=0 zn 的极限（若存在）。

定理：收敛的充要条件

级数
∑∞

n=0 zn 收敛的充要条件是：实部级数
∑∞

n=0 xn 与虚部级数
∑∞

n=0 yn 均收敛。

定义：绝对收敛与条件收敛

若
∑∞

n=0 |zn| 收敛，则称复数项级数绝对收敛。
若
∑∞

n=0 zn 收敛但
∑∞

n=0 |zn| 发散，则称其为条件收敛。

常用的判别法可直接推广到复数项级数：

• 比较判别法：若 |zn| ≤ an 且
∑

an 收敛，则
∑

zn 绝对收敛。

• 比值判别法：设 limn→∞

∣∣∣ zn+1

zn

∣∣∣ = ρ，则当 ρ < 1 时绝对收敛，ρ > 1 时发散。

• 根值判别法：设 limn→∞
n
√

|zn| = ρ，结论同上。

7.2 复变函数项级数

设 {fn(z)} 是定义在集合 E ⊂ C 上的函数列。若对每一点 z ∈ E，级数
∑∞

n=0 fn(z) 均收

敛，则称其在 E 上逐点收敛。

7.2.1 一致收敛与 Weierstrass M-判别法

定义：一致收敛

若对任意 ε > 0，存在与 z 无关的 N，使得当 n > N 时，对所有 z ∈ E 均有 |rn(z)| =∣∣∑∞
k=n+1 fk(z)

∣∣ < ε，则称级数在 E 上一致收敛。

28



定理：Weierstrass M-判别法

若在集合 E 上满足 |fn(z)| ≤ Mn（n = 0, 1, 2, . . .），且正项级数
∑∞

n=0Mn 收敛，则级数∑∞
n=0 fn(z) 在 E 上绝对且一致收敛。

一致收敛级数保持了解析性、可逐项积分与逐项求导等重要性质，这些是幂级数理论的基

础。

7.3 幂级数

形如
∑∞

n=0 cn(z − a)n 的级数称为幂级数，其中 cn 为复常数，a 为展开中心。

7.3.1 收敛半径与收敛圆

定理：Abel 定理

对于幂级数
∑∞

n=0 cn(z − a)n，存在一个实数 R (0 ≤ R ≤ ∞)，使得

• 当 |z − a| < R 时，级数绝对收敛；

• 当 |z − a| > R 时，级数发散；

• 在 |z − a| ≤ ρ (ρ < R) 上一致收敛。

R 称为该幂级数的收敛半径，开圆盘 |z − a| < R 称为收敛圆。

收敛半径的求法：

R = lim
n→∞

∣∣∣∣ cn
cn+1

∣∣∣∣ 或 R =
1

lim sup
n→∞

n
√

|cn|
.

7.3.2 幂级数的运算与解析性

性质

1. 幂级数在其收敛圆内可逐项加、乘（Cauchy 乘积）及逐项微分与积分，且不改变收
敛半径。

2. 和函数 f(z) =
∑∞

n=0 cn(z − a)n 在收敛圆内解析，且导数可通过逐项求导得到：

f ′(z) =
∞∑
n=1

ncn(z − a)n−1.
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例 1

求幂级数
∞∑
n=0

zn

n!
的收敛半径，并证明其和函数为 ez。

解： cn = 1/n!，则

R = lim
n→∞

1/n!

1/(n+ 1)!
= lim

n→∞
(n+ 1) = ∞.

故该级数在整个复平面上收敛。记 f(z) =
∑∞

n=0
zn

n!，逐项求导得

f ′(z) =
∞∑
n=1

nzn−1

n!
=

∞∑
n=1

zn−1

(n− 1)!
= f(z).

又 f(0) = 1，满足初值问题的唯一解即 f(z) = ez。因此 ez =
∑∞

n=0
zn

n!。

7.4 泰勒级数

定理：泰勒展开定理

设 f(z) 在区域 D 内解析，a ∈ D，R 为 a 到 D 边界的距离。则在圆盘 |z − a| < R 内，

f(z) 可唯一地展开为泰勒级数：

f(z) =
∞∑
n=0

cn(z − a)n, 其中cn =
f (n)(a)

n!
.

这与实函数形式完全相同，但复变函数中只要函数在区域内解析，就一定能展成泰勒级数，

且展开式唯一。

7.4.1 常用泰勒展开式

以 a = 0 为中心的 Maclaurin 展开：

ez =
∞∑
n=0

zn

n!
, |z| < ∞;

sin z =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
, |z| < ∞;

cos z =
∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!
, |z| < ∞;

1

1− z
=

∞∑
n=0

zn, |z| < 1.
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例 2

求 f(z) =
1

z2
在 z = 1 处的泰勒展开式，并指出收敛半径。

解：利用已知展开式 1
1+w =

∑∞
n=0(−1)nwn (|w| < 1)。将函数变形为关于 (z− 1) 的形式：

f(z) =
1

z2
=

1

[1 + (z − 1)]2
.

注意到 d
dz

(
−1

z

)
= 1

z2
。先展开 −1

z：

−1

z
= − 1

1 + (z − 1)
= −

∞∑
n=0

(−1)n(z − 1)n, |z − 1| < 1.

对上式逐项求导得

f(z) =
1

z2
=

d

dz

(
−1

z

)
=

∞∑
n=1

(−1)n−1n(z − 1)n−1, |z − 1| < 1.

收敛半径 R = 1。

7.5 洛朗级数

当函数在奇点附近时，无法展成泰勒级数，但可以在环形区域内展开为洛朗级数。

定理：洛朗展开定理

设 f(z) 在圆环域 R1 < |z − a| < R2 内解析，则对环域内任意一点 z，f(z) 可唯一地表

示为洛朗级数：

f(z) =
∞∑

n=−∞
cn(z − a)n,

其中系数

cn =
1

2πi

˛
C

f(ζ)

(ζ − a)n+1
dζ,

C 为环域内围绕 a 的任意正向简单闭曲线。

洛朗级数由正幂项（解析部分）与负幂项（主要部分）组成。其收敛域是一个环形区域，内

半径由奇点决定。

7.5.1 奇点分类

根据洛朗展开式中主要部分（负幂项）的项数，可将孤立奇点分为三类：

• 可去奇点：展开式中无负幂项；

• 极点：只有有限个负幂项，若最高负幂为 m 次，则称为 m 级极点；

• 本性奇点：有无穷多个负幂项。
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例 3 (洛朗展开)

求 f(z) =
1

z(z − 1)
在以下区域内的洛朗展开式：

(1) 0 < |z| < 1； (2) 1 < |z| < ∞。

解：先将函数分解为部分分式：

f(z) =
1

z(z − 1)
=

1

z − 1
− 1

z
.

(1) 在 0 < |z| < 1 中，|z| < 1，故 1
z−1 = − 1

1−z = −
∑∞

n=0 z
n。

f(z) = −1

z
−

∞∑
n=0

zn = −1

z
− 1− z − z2 − · · · , 0 < |z| < 1.

(2) 在 1 < |z| < ∞ 中，|z| > 1，故 1
z−1 = 1

z · 1
1−1/z = 1

z

∑∞
n=0

1
zn =

∑∞
n=0

1
zn+1。

f(z) =
∞∑
n=0

1

zn+1
− 1

z
=

∞∑
n=2

1

zn
=

1

z2
+

1

z3
+ · · · , 1 < |z| < ∞.

例 4 (利用洛朗级数求积分)

计算积分
˛
|z|=2

z3 sin 1

z
dz。

解： sinw =
∑∞

n=0(−1)n w2n+1

(2n+1)!。令 w = 1/z，则

z3 sin 1

z
= z3

∞∑
n=0

(−1)n
1

(2n+ 1)!z2n+1
=

∞∑
n=0

(−1)n
z2−2n

(2n+ 1)!
.

该洛朗级数中 1/z 的系数（即 c−1）对应于 2 − 2n = −1，解得 n = 3/2 非整数，故

c−1 = 0。因此 ˛
|z|=2

z3 sin 1

z
dz = 2πi · c−1 = 0.

（亦可由留数定理直接看出被积函数偶函数，留数为零，此处用洛朗级数法强调系数求解。）

7.6 解析函数的零点和孤立奇点

7.6.1 零点与极点之间的关系

若 f(z) 在 z = a 解析且 f(a) = 0，则 a 为 f 的零点。由泰勒展开，存在正整数 m 使得

f(z) = (z − a)mφ(z)，其中 φ(a) 6= 0，此时称 a 为 f 的 m 阶零点。零点与极点的关系：a 是

f(z) 的 m 阶零点等价于 a 是 1/f(z) 的 m 级极点。
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例 5

判别 z = 0 是函数 f(z) =
sin z
z3
的何种奇点。

解： sin z = z − z3

3! +
z5

5! − · · ·，故

f(z) =
1

z3

(
z − z3

6
+

z5

120
− · · ·

)
=

1

z2
− 1

6
+

z2

120
− · · ·

洛朗级数中负幂项最高为 1/z2，故 z = 0 为二级极点。
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第八章 留数

留数理论（Residue Theory）是复分析（Complex Analysis）中的核心内容之一。它将复变
函数的解析性质与积分计算紧密结合，是孤立奇点理论的自然延伸。利用留数定理，我们可以

将复杂的复变函数沿闭曲线的积分转化为函数在曲线内部孤立奇点处的“留数”之和，从而极

大地简化了积分的计算。此外，留数理论也是计算某些难以用初等方法求解的实定积分的强有

力工具。

—

8.1 留数的定义与留数定理

8.1.1 留数的定义

设 z0 是函数 f(z) 的一个孤立奇点，即 f(z) 在去心邻域 D : 0 < |z − z0| < R 内解析。根

据罗朗（Laurent）级数理论，f(z) 在该去心邻域内可以展开为：

f(z) =

+∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n

其中展开式的系数 cn 由下式决定：

cn =
1

2πi

˛
C

f(z)

(z − z0)n+1
dz (n = 0,±1,±2, · · · )

这里的 C 是 D 内绕 z0 的任意一条正向简单闭曲线。

特别地，当 n = −1 时，我们有：

c−1 =
1

2πi

˛
C
f(z)dz

这个系数 c−1 包含了函数在该奇点处的某种“残留信息”，因此我们将其称为 f(z) 在孤立奇点

z0 处的留数（或残数），记作 Res(f, z0) 或 Res[f(z), z0]。

定义 8.1（留数） 设 z0 为 f(z) 的孤立奇点，f(z) 在其去心邻域内的罗朗展开式中 (z −

z0)
−1 的系数 c−1 称为 f(z) 在 z0 处的留数，即：

Res(f, z0) = c−1 =
1

2πi

˛
C
f(z)dz
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8.1.2 留数基本定理

留数定义直接给出了单奇点包裹情形下的积分结果。当区域内包含多个孤立奇点时，通过

复连通区域的柯西积分定理，可以立即导出著名的留数定理。

定理 8.2（柯西留数定理） 设 D 是一个有界区域，其边界为正向周线或闭曲线族 C。若

函数 f(z) 在 D 内除去有限个孤立奇点 z1, z2, · · · , zn 外处处解析，且在 D̄ = D∪C 上除

这些奇点外连续，则 f(z) 沿 C 的正向积分等于 f(z) 在 D 内所有奇点处的留数之和的

2πi 倍： ˛
C
f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

Res(f, zk)

—

8.2 留数的计算方法

计算留数的核心在于寻找罗朗级数中 c−1 的值。虽然可以直接展开函数，但针对不同类型

的孤立奇点（主要是极点），有着更为简便的代数计算公式。

8.2.1 可去奇点与本性奇点处的留数

1. 可去奇点：若 z0 是 f(z)的可去奇点，则 f(z)在 z0 的去心邻域内没有负幂项，即 c−1 = 0。

因此，可去奇点处的留数必为 0。

2. 本性奇点：若 z0 是 f(z) 的本性奇点，通常没有通用的代数公式，必须将 f(z) 直接展开

为罗朗级数，然后直接观察 (z − z0)
−1 的系数。

8.2.2 极点处的留数计算公式

若 z0 是 f(z) 的极点，我们可以利用导数和极限来直接计算留数。

1. m 阶极点的通用公式

定理 8.3 若 z0 是 f(z) 的 m 阶极点，则 f(z) 在 z0 处的留数为：

Res(f, z0) =
1

(m− 1)!
lim
z→z0

dm−1

dzm−1
[(z − z0)

mf(z)]

2. 1 阶极点（单极点）的特例公式

当 m = 1 时，上述公式简化为：

Res(f, z0) = lim
z→z0

(z − z0)f(z)

此外，在实际应用中，单极点经常以分式形式 f(z) = P (z)
Q(z) 出现。
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定理 8.4（分式型单极点公式） 设 f(z) = P (z)
Q(z)，其中 P (z) 和 Q(z) 在 z0 处解析。若

P (z0) 6= 0，Q(z0) = 0 且 Q′(z0) 6= 0（即 z0 是 Q(z) 的一重零点，从而为 f(z) 的单极

点），则：

Res(f, z0) =
P (z0)

Q′(z0)

这个公式在处理三角函数或多项式分式时效率极高。

8.2.3 无穷远点处的留数

如果 f(z) 在区域 R < |z| < +∞ 内解析，则称 ∞ 轴为 f(z) 的孤立奇点。定义 f(z) 在 ∞
处的留数为：

Res(f,∞) =
1

2πi

˛
C−

f(z)dz = − 1

2πi

˛
C+

f(z)dz

其中 C 是一条顺时针方向（对无穷远点而言是正向）绕原点的闭曲线。

通过作变换 ζ = 1
z，可以得到无穷远点留数的计算公式：

Res(f,∞) = Res
[
− 1

ζ2
f

(
1

ζ

)
, 0

]

定理 8.5（全平面留数总和定理） 若 f(z) 在整个扩充复平面上只有有限个孤立奇点

z1, z2, · · · , zn 以及 ∞，则它们处的留数总和为零：
n∑

k=1

Res(f, zk) + Res(f,∞) = 0

—

8.3 留数的典型应用

留数定理最重要的应用之一是计算实变函数中难以用常规微积分方法解决的某些实定积分。

通常的方法是将实积分路线看作复平面上某条闭曲线的一部分，然后构造辅助复变函数进行闭

合路径积分。

8.3.1 1. 计算
´ 2π
0

R(cos θ, sin θ)dθ 型积分

这类积分的特点是区间为 [0, 2π]，被积函数是关于 sin θ 和 cos θ 的有理函数。
转化策略：令 z = eiθ = cos θ + i sin θ，当 θ 从 0 变到 2π 时，z 沿着复平面上的单位圆周

C : |z| = 1 逆时针运动。利用欧拉公式，我们有：

dθ =
dz

iz
, cos θ =

z + z−1

2
=

z2 + 1

2z
, sin θ =

z − z−1

2i
=

z2 − 1

2iz

将其代入原积分，即可转化为沿单位圆周 C 的复变函数有理分式积分：ˆ 2π

0
R(cos θ, sin θ)dθ =

˛
|z|=1

R

(
z2 + 1

2z
,
z2 − 1

2iz

)
dz

iz

最后只需计算该函数在单位圆 |z| < 1 内部的所有孤立奇点的留数即可。
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8.3.2 2. 计算
´ +∞
−∞ P (x)/Q(x)dx 型广义积分

其中 P (x) 和 Q(x) 为实多项式，且满足：Q(x) 在实轴上无零点，且 deg(Q) ≥ deg(P ) + 2

（保证积分收敛）。

转化策略：在复平面上构造闭合回路 Γ = [−R,R] ∪ CR，其中 CR 是上半平面上以原点为

圆心、R 为半径的半圆周。根据留数定理，当 R 足够大以至于包含了上半平面内的所有奇点 zk

（Im(zk) > 0）时：
ˆ R

−R

P (x)

Q(x)
dx+

ˆ
CR

P (z)

Q(z)
dz = 2πi

∑
Im(zk)>0

Res
(
P

Q
, zk

)
由大弧段引理（Jordan 引理的简化版），当 R → +∞ 时，沿半圆周 CR 的积分趋于 0。因此：

ˆ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx = 2πi

∑
Im(zk)>0

Res
(
P (z)

Q(z)
, zk

)

8.3.3 3. 计算
´ +∞
−∞

P (x)
Q(x)

eiαxdx 型积分（约当引理）

这类积分常用于傅里叶变换的求解，其中 α > 0，deg(Q) ≥ deg(P ) + 1。

在同样的半圆闭回路 Γ 下，我们需要借助约当引理（Jordan’s Lemma）来证明大半圆弧
上的积分贡献在 R → +∞ 时为 0：

引理 8.6（约当引理） 设 CR 是上半平面上的半圆周 |z| = R, Im(z) > 0。若在 CR 上

limR→+∞ F (z) = 0 均匀成立，则对于任何 α > 0，有：

lim
R→+∞

ˆ
CR

F (z)eiαzdz = 0

基于此引理，这类积分的计算公式为：
ˆ +∞

−∞

P (x)

Q(x)
eiαxdx = 2πi

∑
Im(zk)>0

Res
(
P (z)

Q(z)
eiαz, zk

)

通过取其实部或虚部，可以顺带求出形如
´ +∞
−∞

P (x)
Q(x) cos(αx)dx 或

´ +∞
−∞

P (x)
Q(x) sin(αx)dx 的积分。

—

8.4 典型例题解析

例 8.1. 计算积分 I =
´ 2π
0

1
2+cos θdθ。

解： 令 z = eiθ，则 cos θ = z2+1
2z ，dθ = dz

iz。代入原积分得：

I =

˛
|z|=1

1

2 + z2+1
2z

dz

iz
=

˛
|z|=1

2

4z + z2 + 1

dz

i
=

2

i

˛
|z|=1

1

z2 + 4z + 1
dz

设 f(z) = 1
z2+4z+1

，其分母的零点（即 f(z) 的单极点）为：

z1 = −2 +
√
3, z2 = −2−

√
3
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显然，|z1| = 2−
√
3 < 1（在单位圆内），而 |z2| = 2 +

√
3 > 1（在单位圆外）。

利用分式型单极点留数公式，计算 z1 处的留数：

Res(f, z1) =
1

(z2 + 4z + 1)′

∣∣∣∣
z=z1

=
1

2z1 + 4
=

1

2(−2 +
√
3) + 4

=
1

2
√
3

由留数定理：

I =
2

i
· 2πi · Res(f, z1) = 4π · 1

2
√
3
=

2π√
3

□
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第九章 Fourier 变换

9.1 Fourier 级数与 Fourier 积分

定理 9.1（Fourier 级数定理） 设周期为 2l 的函数 f(x) 在区间 [−l, l] 上满足狄利克雷

条件：

1. f(x) 在 [−l, l] 上分段连续；

2. f(x) 在 [−l, l] 上只有有限个极值点。

则 f(x) 的 Fourier 级数

a0
2

+
∞∑
n=1

(
an cos

nπx

l
+ bn sin

nπx

l

)
在任意点 x 处收敛，且其和为

S(x) =


f(x), x 为f(x) 的连续点,

f(x−) + f(x+)

2
, x 为f(x) 的间断点.

其中 Fourier 系数为

an =
1

l

ˆ l

−l
f(x) cos nπx

l
dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn =
1

l

ˆ l

−l
f(x) sin nπx

l
dx, n = 1, 2, . . . .

特别地，若周期为 2π（即 l = π），则系数简化为

an =
1

π

ˆ π

−π
f(x) cosnx dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn =
1

π

ˆ π

−π
f(x) sinnx dx, n = 1, 2, . . . .

定理 9.2（Fourier 积分公式） 若函数 f(x) 在 R 上满足下列条件：

1. f(x) 在任意有限区间上分段单调且分段连续；
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2. 广义积分
ˆ +∞

−∞
|f(x)| dx 收敛。

则对任意 x ∈ R，有

f(x−) + f(x+)

2
=

ˆ +∞

0
[A(ω) cosωx+B(ω) sinωx] dω,

其中

A(ω) =
1

π

ˆ +∞

−∞
f(t) cosωt dt, B(ω) =

1

π

ˆ +∞

−∞
f(t) sinωt dt.

等价复指数形式为

f(x−) + f(x+)

2
=

1

2π

ˆ +∞

−∞

(ˆ +∞

−∞
f(t)e−iωtdt

)
eiωxdω.

特别地，在 f(x) 的连续点处有

f(x) =

ˆ +∞

0

(
A(ω) cosωx+B(ω) sinωx

)
dω.

9.2 Fourier 变换的定义与基本性质

定理 9.3（Fourier 积分定理） 若 R 上的函数 f(x) 绝对可积且具有连续导数 f ′(x)，则

对任意 x ∈ R，有
1

2π
p.v.
ˆ +∞

−∞
F (λ)eiλx dλ = f(x),

其中 F (λ) =

ˆ +∞

−∞
f(x)e−iλx dx。

定义 9.4 若 f(x) 满足 Fourier 积分定理条件，则称

F (λ) =

ˆ +∞

−∞
f(x)e−iλx dx

为 f(x) 的 Fourier 变换，记为 F (λ) = F [f(x)] 或 f̂(λ)。称

f(x) =
1

2π

ˆ +∞

−∞
F (λ)eiλx dλ

为 F (λ) 的 Fourier 逆变换，记为 f(x) = F−1[F (λ)]。并称 F (λ) 与 f(x) 为 Fourier 变换
对，记为 F (λ) ↔ f(x)。

定义 9.5（正弦与余弦变换）
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1. 若 f(x) 为奇函数，则

Fs(λ) =

ˆ +∞

0
f(x) sinλx dx

称为 Fourier 正弦变换；逆变换为

f(x) =
2

π

ˆ +∞

0
Fs(λ) sinλx dλ.

2. 若 f(x) 为偶函数，则

Fc(λ) =

ˆ +∞

0
f(x) cosλx dx

称为 Fourier 余弦变换；逆变换为

f(x) =
2

π

ˆ +∞

0
Fc(λ) cosλx dλ.

9.3 Dirac δ 函数

定义 9.6 称满足

δ(t) =

0, t 6= 0,

∞, t = 0,

ˆ +∞

−∞
δ(t) dt = 1

的函数为 Dirac 函数（单位脉冲函数）。其 Fourier 变换为

F [δ(x)] =

ˆ +∞

−∞
δ(x)e−iλx dx = 1.

定理 9.7（Dirac 函数的性质）

1. 筛选性质：
ˆ +∞

−∞
δ(x)φ(x) dx = φ(0)；

2. 导数性质：
ˆ +∞

−∞
δ(n)(x)φ(x) dx = (−1)nφ(n)(0)；

3. 对称性：δ(−x) = δ(x)；

4. 伸缩性质：δ(ax) =
1

|a|
δ(x)；

5. 乘积性质：xδ(x) = 0；

6. 与阶跃函数关系： d
dxH(x) = δ(x)，其中

H(x) =

1, x > 0,

0, x < 0

为单位阶跃函数。
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例 1：单位阶跃函数

求单位阶跃函数 H(x) 的 Fourier 变换。

解：由定义

F [H(x)] =

ˆ +∞

0
e−iλxdx = lim

ε→0+

ˆ +∞

0
e−εxe−iλxdx = lim

ε→0+

1

ε+ iλ
.

利用广义函数极限

lim
ε→0+

ε

λ2 + ε2
= πδ(λ), lim

ε→0+

−λ

λ2 + ε2
=

1

iλ
,

故

F [H(x)] =
1

iλ
+ πδ(λ).

例 2：矩形脉冲（门函数）

设 a > 0，矩形脉冲函数定义为

f(x) =

1, |x| ≤ a,

0, |x| > a.

求其 Fourier 变换。

解：

F [f(x)] =

ˆ a

−a
e−iλxdx =

e−iλx

−iλ

∣∣∣∣a
−a

=
e−iλa − eiλa

−iλ

=
−2i sin(λa)

−iλ
= 2a

sin(λa)
λa

= 2a sinc(λa).

例 3：单边指数衰减函数

设 β > 0，求 f(x) = e−βxH(x) 的 Fourier 变换。

解：

F [e−βxH(x)] =

ˆ +∞

0
e−βxe−iλxdx =

ˆ +∞

0
e−(β+iλ)xdx =

1

β + iλ
.
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例 4：正弦函数

求 f(x) = sinλ0x 的 Fourier 变换。

解：由欧拉公式 sinλ0x =
eiλ0x − e−iλ0x

2i
，及 F [eiλ0x] = 2πδ(λ− λ0)，得

F [sinλ0x] =
1

2i

[
2πδ(λ− λ0)− 2πδ(λ+ λ0)

]
= iπ

[
δ(λ+ λ0)− δ(λ− λ0)

]
.

例 5：符号函数

求符号函数 sgnx 的 Fourier 变换。

解：符号函数可表示为 sgnx = 2H(x) − 1。利用线性性质及 F [H(x)] = 1
iλ + πδ(λ)，

F [1] = 2πδ(λ)，有

F [sgnx] = 2

(
1

iλ
+ πδ(λ)

)
− 2πδ(λ) =

2

iλ
.

例 6：高斯函数

设 a > 0，求高斯函数 f(x) = e−ax2 的 Fourier 变换。

解：配方法得

F [e−ax2
] =

ˆ +∞

−∞
e−ax2

e−iλxdx = e−
λ2

4a

ˆ +∞

−∞
e−a(x+ iλ

2a)
2

dx =

√
π

a
e−

λ2

4a .

例 7：双边指数函数

求 f(x) = e−β|x| (β > 0) 的 Fourier 变换。

解：

F [e−β|x|] =

ˆ 0

−∞
eβxe−iλxdx+

ˆ +∞

0
e−βxe−iλxdx

=
1

β − iλ
+

1

β + iλ
=

2β

β2 + λ2
.
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例 8：三角脉冲

设 a > 0，三角脉冲定义为

f(x) =

1− |x|
a
, |x| ≤ a,

0, |x| > a.

求其 Fourier 变换。

解：利用偶函数性质及积分，

F [f(x)] = 2

ˆ a

0

(
1− x

a

)
cos(λx) dx = a

(
sin(λa/2)

λa/2

)2

= a sinc2
(
λa

2

)
.

9.4 Fourier 变换的性质

定理 9.8（线性性质） 若 a, b 为常数，且 F [f(x)] = F (λ)，F [g(x)] = G(λ)，则

F [af(x) + bg(x)] = aF (λ) + bG(λ).

定理 9.9（位移性质） 设 F [f(x)] = F (λ)，则

1. 时移性质：F [f(x± x0)] = e±iλx0F (λ)。

2. 频移性质：F−1[F (λ± λ0)] = e∓iλ0xf(x)。

例 9：位移性质应用

设 g(x) = e−βxH(x) cosλ0x (β > 0)，求 F [g(x)]。

解：记 f(x) = e−βxH(x)，已知 F [f(x)] =
1

β + iλ
。由欧拉公式

g(x) = f(x)
eiλ0x + e−iλ0x

2
,

利用频移性质，

F [g(x)] =
1

2
F [f(x)eiλ0x] +

1

2
F [f(x)e−iλ0x]

=
1

2
· 1

β + i(λ− λ0)
+

1

2
· 1

β + i(λ+ λ0)
.

定理 9.10（微分性质） 设 lim
|x|→∞

f(x) = 0，且 F [f(x)] = F (λ)，则

F [f ′(x)] = iλF (λ).
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一般地，若 lim
|x|→∞

f (k)(x) = 0，k = 0, 1, . . . , n− 1，则

F [f (n)(x)] = (iλ)nF (λ).

同时，若 lim
|λ|→∞

F (λ) = 0，则

F [xnf(x)] = inF (n)(λ).

例 10：微分性质应用

设 f(x) = xe−β|x| (β > 0)，求 F [f(x)]。

解：先求 f0(x) = e−β|x| 的变换（见例 7）：F0(λ) =
2β

β2 + λ2
。由 F [xf0(x)] = iF ′

0(λ)，得

F [xe−β|x|] = i · d
dλ

(
2β

β2 + λ2

)
=

−4iβλ

(β2 + λ2)2
.

定理 9.11（积分性质） 设 g(x) =
´ x
−∞ f(t) dt，且 lim

x→∞
g(x) = 0，则

F [g(x)] =
1

iλ
F [f(x)].

定理 9.12（相似性质（尺度变换）） 设 F [f(x)] = F (λ)，常数 a 6= 0，则

F [f(ax)] =
1

|a|
F

(
λ

a

)
.

定理 9.13（对称性质） 设 F [f(x)] = F (λ)，则

F [F (x)] = 2πf(−λ).

若 f(x) 为偶函数，则 F [F (x)] = 2πf(λ)。

9.5 卷积与相关定理

定义 9.14（卷积） 函数 f1(x) 与 f2(x) 的卷积定义为

(f1 ∗ f2)(x) =
ˆ +∞

−∞
f1(τ)f2(x− τ) dτ.
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定理 9.15（卷积定理） 设 F [f1(x)] = F1(λ)，F [f2(x)] = F2(λ)，则

F [f1(x) ∗ f2(x)] = F1(λ)F2(λ).

同时，频域卷积定理为 F [f1(x)f2(x)] =
1

2π
F1(λ) ∗ F2(λ)。

定理 9.16（乘积定理与 Parseval 恒等式） 设 F1(λ) = F [f1(x)]，F2(λ) = F [f2(x)]，则
ˆ +∞

−∞
f1(x)f2(x) dx =

1

2π

ˆ +∞

−∞
F1(λ)F2(λ) dλ.

特别地，当 f1 = f2 = f 时，得到 Parseval 恒等式：
ˆ +∞

−∞
|f(x)|2 dx =

1

2π

ˆ +∞

−∞
|F (λ)|2 dλ.

例 11：Parseval 恒等式求积分

计算积分
ˆ +∞

−∞

sin2 x
x2

dx。

解：取 f(x) =
sinx
x
，其 Fourier 变换为

F (λ) =

π, |λ| < 1,

0, |λ| > 1.

由 Parseval 恒等式， ˆ +∞

−∞

(
sinx
x

)2

dx =
1

2π

ˆ 1

−1
π2 dλ = π.
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9.6 综合应用举例

例 12：求解积分微分方程

利用 Fourier 变换求解方程：

x′(t)−
ˆ t

−∞
x(τ) dτ = e−|t|.

解：设 X(λ) = F [x(t)]，对两边取变换：

iλX(λ)− 1

iλ
X(λ) =

2

λ2 + 1
.

整理得 X(λ) =
−2iλ

(λ2 + 1)2
。求逆变换得

x(t) =
1

2
te−|t|.
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第十章 Laplace 变换

拉普拉斯变换（Laplace Transform）是算子振幅分析与线性系统理论中的强有力工具。它能
够将时域中的微分、积分运算转化为复频域中的代数运算，从而极大地简化了解微分方程（组）

的步骤。本章将详细讨论拉普拉斯变换的定义、核心性质、利用复变函数中的留数理论计算逆

变换的方法，以及其在求解常微分方程初值问题中的典型应用。

—

10.1 Laplace 变换的定义与存在定理

10.1.1 Laplace 变换的定义

定义 第十章.1 Laplace 变换

设函数 f(t) 在 t ≥ 0 时有定义，s = σ + iω 是一个复变量。若广义积分

F (s) =

ˆ +∞

0
f(t)e−stdt

在 s 的某一区域内收敛，则称此积分确定了一个复变量 s 的函数 F (s)，并称 F (s) 为函

数 f(t) 的拉普拉斯变换（或像函数），记为：

F (s) = L[f(t)]

相应地，称 f(t) 为 F (s) 的拉普拉斯逆变换（或原函数），记为：

f(t) = L−1[F (s)]

10.1.2 Laplace 变换的存在定理

并非所有的函数都存在拉普拉斯变换。以下定理给出了积分收敛的充分条件。
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定理 第十章.1 存在定理

若函数 f(t) 满足下列条件：

1. 在 t ≥ 0 的任何有限区间上分段连续；

2. 当 t → +∞ 时，其增长速度是有限的，即存在常数 M > 0 和 c ≥ 0，使得：

|f(t)| ≤ Mect (称f(t) 为指数级增长函数)

则当 Re(s) > c时，拉普拉斯变换积分必绝对收敛，且像函数 F (s)在右半平面 Re(s) > c

内是解析的。

—

10.2 Laplace 变换的基本性质

10.2.1 线性性质

定理 第十章.2 线性性质

设 L[f1(t)] = F1(s)，L[f2(t)] = F2(s)，α, β 为任意常数，则：

L[αf1(t) + βf2(t)] = αF1(s) + βF2(s)

10.2.2 微分性质（时域微分）

定理 第十章.3 微分定理

设 f(t) 连续，且其导数 f ′(t) 满足存在定理的条件，若 L[f(t)] = F (s)，则：

L[f ′(t)] = sF (s)− f(0)

一般地，若 f(t) 的各阶导数均满足条件，则有 n 阶微分公式：

L[f (n)(t)] = snF (s)− sn−1f(0)− sn−2f ′(0)− · · · − f (n−1)(0)

10.2.3 积分性质（时域积分）

定理 第十章.4 积分定理

若 L[f(t)] = F (s)，则其变上限积分的拉氏变换为：

L
[ˆ t

0
f(τ)dτ

]
=

1

s
F (s)
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10.2.4 相似性质

定理 第十章.5 相似性质

若 a 为正实数，且 L[f(t)] = F (s)，则：

L[f(at)] = 1

a
F
(s
a

) (
Re
(s
a

)
> c
)

证明：根据定义，有：

L[f(at)] =
ˆ +∞

0
f(at)e−stdt

令 u = at，则 t = u
a，dt = 1

adu。代入积分式中得：

L[f(at)] =
ˆ +∞

0
f(u)e−su

a d
(u
a

)
=

1

a

ˆ +∞

0
f(u)e−(

s
a)udu =

1

a
F
(s
a

)
□

延伸推论：

1. 若已知 L[f(t)] = F (s)，则 L
[
f
(
t
a

)]
= aF (as)。

2. 结合衰减性质（位移性质），可得：L
[
eatf

(
t
a

)]
= aF (a(s− a))。

10.2.5 卷积性质

定义 第十章.2 卷积

设函数 f(t) 与 g(t) 在 [0,+∞) 上有定义，称积分
ˆ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ (t ≥ 0)

为函数 f(t) 与 g(t) 的卷积，记为 f(t) ∗ g(t)。

卷积运算满足交换律，即：f(t) ∗ g(t) = g(t) ∗ f(t)。

定理 第十章.6 卷积定理

若 L[f(t)] = F (s)，L[g(t)] = G(s)，则两个函数时域卷积的拉普拉斯变换等于它们各自

像函数的乘积：

L[f(t) ∗ g(t)] = F (s) ·G(s)

证明：由定义开展二重积分：

L[f(t) ∗ g(t)] =
ˆ +∞

0

[ˆ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ

]
e−stdt =

ˆ +∞

0
f(τ)dτ

ˆ +∞

τ
g(t− τ)e−stdt

在内层积分中令 u = t− τ，则 t = u+ τ，dt = du。积分限从 [τ,+∞) 变为 [0,+∞)：

L[f(t)∗g(t)] =
ˆ +∞

0
f(τ)dτ

ˆ +∞

0
g(u)e−s(u+τ)du =

(ˆ +∞

0
f(τ)e−sτdτ

)
·
(ˆ +∞

0
g(u)e−sudu

)
= F (s)G(s)
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□

逆变换应用：

L−1[F (s)G(s)] = f(t) ∗ g(t) =
ˆ t

0
f(τ)g(t− τ)dτ

10.2.6 初值定理与终值定理

定理 第十章.7 初值定理

设 L[f(t)] = F (s)，且 limt→0+ f(t) 存在，则：

lim
t→0+

f(t) = lim
s→∞

sF (s)

定理 第十章.8 终值定理

设 L[f(t)] = F (s)，若 limt→+∞ f(t) 存在，且像函数 F (s) 在右半复平面及虚轴上除原点

外无奇点（即 F (s) 的所有奇点均位于左半平面 Re(s) < 0 或原点），则：

lim
t→+∞

f(t) = lim
s→0

sF (s)

—

10.3 用留数计算 Laplace 逆变换

定理 第十章.9 留数反演定理

设像函数 F (s)在整个扩充复平面上除去有限个孤立奇点 s1, s2, · · · , sn 外处处解析，且满
足条件 lims→∞ F (s) = 0。如果选取实数 β 使得 F (s)的所有奇点都位于半平面 Re(s) < β

内，则当 t > 0 时，F (s) 的拉普拉斯逆变换 f(t) 可以表示为 F (s)est 在其所有奇点处的

留数之和：

f(t) = L−1[F (s)] =

n∑
k=1

Res[F (s)est, sk] (t > 0)

10.3.1 典型极点处的留数计算法

1. 单极点（一阶极点）：

Res[F (s)est, sk] = lim
s→sk

(s− sk)F (s)est

2. 高阶极点（以 m 阶极点为例）：

Res[F (s)est, sk] =
1

(m− 1)!
lim
s→sk

dm−1biographical

dsm−1

[
(s− sk)

mF (s)est
]

—
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10.4 Laplace 变换的应用

拉普拉斯变换的基本应用逻辑是将时域的微分方程，通过导数的拉氏变换公式转化为关于

Y (s) 的复频域代数方程，解出 Y (s) 后再求其拉氏逆变换得到原微分方程的解。

10.4.1 典型例题 1：求解高阶常微分方程初值问题

例题 第十章.1

求微分方程 y′′ − 2y′ − 3y = te−t 满足初始条件 y|t=0 = 0, y′|t=0 = 1 的解。

解： 设 L[y(t)] = Y (s)。已知 L[te−t] = 1
(s+1)2

。对方程两边同时取拉普拉斯变换：

[
s2Y (s)− sy(0)− y′(0)

]
− 2 [sY (s)− y(0)]− 3Y (s) =

1

(s+ 1)2

代入初始条件 y(0) = 0, y′(0) = 1 得：

(s2 − 2s− 3)Y (s)− 1 =
1

(s+ 1)2

由于 s2 − 2s− 3 = (s− 3)(s+ 1)，故：

(s− 3)(s+ 1)Y (s) = 1 +
1

(s+ 1)2
=

(s+ 1)2 + 1

(s+ 1)2

Y (s) =
1

(s− 3)(s+ 1)3
+

1

(s− 3)(s+ 1)

为了求 y(t) = L−1[Y (s)]，我们可以分别对两部分用留数反演定理或分式展开进行计算：对

于 Y (s)，其孤立奇点为 s1 = 3（单极点）和 s2 = −1（三阶极点）。根据留数反演定理：

y(t) = Res[Y (s)est, 3] + Res[Y (s)est,−1]

经计算（或结合部分分式展开与时域卷积）可得原方程的唯一时域特解。 □

10.4.2 典型例题 2：求解常微分方程组初值问题

例题 第十章.2

求解常微分方程组 x′′ − y′′ = et

x′′ − 2y′′ + y = 0

满足初始条件：x(0) = 1, x′(0) = 0, y(0) = 0, y′(0) = 0。

解：设 L[x(t)] = X(s)，L[y(t)] = Y (s)。对方程组两边同时进行拉普拉斯变换：因为 x(0) = 1

且其他初值均为 0，所以依据微分性质：

L[x′′] = s2X(s)− sx(0)− x′(0) = s2X(s)− s
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L[y′′] = s2Y (s)

代入原方程组得到其复频域代数方程组：s2X(s)− s− s2Y (s) = 1
s−1

s2X(s)− s− 2s2Y (s) + Y (s) = 0

两式相减（第一式减第二式）可以迅速消去变量 X(s)：

s2Y (s)− Y (s) =
1

s− 1
=⇒ (s2 − 1)Y (s) =

1

s− 1

解得像函数 Y (s) 的显式表达式：

Y (s) =
1

(s+ 1)(s− 1)2

将其代回第一式，即可解出 X(s)。最终两变量的像函数形式为：X(s) = 1
s2

+ 1
s2(s−1)

+ 1
s(s−1)2(s+1)

Y (s) = 1
(s+1)(s−1)2

最后，利用拉普拉斯逆变换（部分分式展开法或高阶极点留数法）可得时域特解：对于 Y (s)：

s = 1 是二阶极点，s = −1 是单极点。通过计算留数和反演可得：

y(t) = L−1

[
1

(s+ 1)(s− 1)2

]
=

1

2
tet − 3

4
et − 1

4
e−t + 1

同理对 X(s) 每一项求逆变换即可解出 x(t)。 □
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第十一章 Z 变换

在连续时间信号与系统分析中，拉普拉斯变换是将时域连续信号映射到复频域（s 平面）的

强有力工具。然而，在离散时间信号与数字信号处理（DSP）领域，我们需要处理的是离散时间
序列。Z 变换（Z-Transform）正是拉普拉斯变换在离散域的自然延伸，它将时域的离散序列映
射到复平面（z 平面）上，从而将时域的差分方程运算转化为离散复频域的代数运算，极大地简

化了离散系统的分析与设计。

—

11.1 Z 变换的定义与收敛域

11.1.1 Z 变换的定义

定义 第十一章.1 Z 变换

设离散时间序列为 x(n)，其中 n 为整数。定义 x(n) 的双边 Z 变换为：

X(z) = Z[x(n)] =
+∞∑

n=−∞
x(n)z−n

其中 z 是一个复变量，z = reiω。

若序列在 n < 0 时满足 x(n) = 0（即因果序列），则上述定义退化为单边 Z 变换：

X(z) = Z[x(n)] =
+∞∑
n=0

x(n)z−n

11.1.2 收敛域（ROC）

由于 Z 变换是以无穷级数的形式定义的，级数必须收敛才有数学意义。使得 X(z) 绝对收

敛的所有 z 值的集合称为收敛域（Region of Convergence, 简称 ROC）。即满足：

+∞∑
n=−∞

|x(n)z−n| < +∞

若令 z = reiω，则上述条件变为
∑+∞

n=−∞ |x(n)|r−n < +∞。这表明收敛域仅取决于 z 的模长

r = |z|，因此在复平面上，**Z 变换的收敛域通常是一系列同心圆环或圆外、圆内的区域 **。
根据序列 x(n) 的时域特性，其收敛域通常分为以下几种情况：
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1. 有限长序列：仅在有限区间 n1 ≤ n ≤ n2 内非零。其 ROC 通常为整个 z 平面（可能除去

z = 0 或 z = ∞）。

2. 因果序列（右边序列）：当 n < n0 时 x(n) = 0。其 ROC 为某个圆的外侧区域：|z| > Rx。

3. 反因果序列（左边序列）：当 n > n0 时 x(n) = 0。其 ROC为某个圆的内侧区域：|z| < Ry。

4. 双边序列：左右两侧均无限延伸。其 ROC 为一个圆环区域：Rx < |z| < Ry（若 Rx < Ry

级数才存在交集收敛）。

—

11.2 Z 变换的基本性质

设 Z[x(n)] = X(z)，收敛域为 ROCx；Z[y(n)] = Y (z)，收敛域为 ROCy。

11.2.1 线性性质

定理 第十一章.1 线性性质

设 a, b 为任意常数，则：

Z[ax(n) + by(n)] = aX(z) + bY (z) (ROC ⊇ ROCx ∩ ROCy)

11.2.2 时移性质（移位性质）

定理 第十一章.2 时移性质

对于双边 Z 变换，若 m 为任意整数，则：

Z[x(n−m)] = z−mX(z)

对于单边 Z 变换（设 m > 0），由于移位会导致部分序列值滑出或滑入积分限，其公式修

正为：

Z[x(n−m)] = z−mX(z) +

m−1∑
k=0

x(k −m)z−k (时域右移/延迟)

Z[x(n+m)] = zm

[
X(z)−

m−1∑
k=0

x(k)z−k

]
(时域左移/超前)

双边时移证明：根据定义，令 m′ = n−m，则 n = m′ +m：

Z[x(n−m)] =
+∞∑

n=−∞
x(n−m)z−n =

+∞∑
m′=−∞

x(m′)z−(m′+m) = z−m
+∞∑

m′=−∞
x(m′)z−m′

= z−mX(z)

□
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11.2.3 z 域尺度变换（序列乘指数序列）

定理 第十一章.3 z 域尺度变换

若 a 为非零复常数，则：

Z[anx(n)] = X
(z
a

)
(新 ROC: |a| · ROCx)

11.2.4 时域微分（z 域求导性质）

定理 第十一章.4 z 域求导性质

序列乘以线性自变量 n 对应于复频域的微分运算：

Z[nx(n)] = −z
dX(z)

dz

11.2.5 时域卷积定理

时域卷积定理是数字线性时不变（LTI）系统级联与滤波分析的理论基石。

定理 第十一章.5 时域卷积定理

两个离散序列的卷积定义为 x(n) ∗ y(n) =
∑+∞

k=−∞ x(k)y(n − k)。其 Z 变换等于各自像

函数的乘积：

Z[x(n) ∗ y(n)] = X(z) · Y (z) (ROC ⊇ ROCx ∩ ROCy)

—

11.3 逆 Z 变换的计算方法

求解原序列 x(n) = Z−1[X(z)] 常见的有三种经典代数方法。

11.3.1 1. 幂级数展开法（长除法）

由于 X(z) =
∑

x(n)z−n，若能将 X(z) 写成关于 z−1 或 z 的幂级数形式，则各项系数即

为序列值 x(n)。在处理有理分式 X(z) = P (z)
Q(z) 时，根据收敛域的指示，将分式进行多项式长除

法展开：

• 若 ROC 为圆外区域 |z| > R（因果序列），则将分子分母按 z 的降幂（或 z−1 的升幂）排

列进行长除，得到 X(z) = c0 + c1z
−1 + c2z

−2 + · · ·。

• 若 ROC 为圆内区域 |z| < R（反因果序列），则按 z 的升幂排列进行长除。
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11.3.2 2. 部分分式展开法

当 X(z) 是有理有理分式时，为了方便利用公式表，通常先对 X(z)
z 进行部分分式展开（因

为典型变换公式分子往往带 z）：

X(z)

z
=

A1

z − p1
+

A2

z − p2
+ · · ·

乘回 z 得到 X(z) =
∑ Akz

z−pk
，再根据收敛域 ROC 结合基本变换对（如 Z[anu(n)] = z

z−a , |z| >
|a|）求出原序列。

11.3.3 3. 留数计算法（复反演积分法）

根据围道积分定理，逆 Z 变换的严格数学逆运算为：

x(n) = Z−1[X(z)] =
1

2πi

˛
C
X(z)zn−1dz

其中 C 是收敛域内的一条逆时针正向闭合围道。由柯西留数定理可得：

定理 第十一章.6 留数法求逆 Z 变换

x(n) =
∑
k

Res[X(z)zn−1, zk]

其中 zk 是函数 X(z)zn−1 在围道 C 内部的所有孤立奇点。

*注意：*随着 n取值的正负变化，z = 0处可能会产生高阶极点，计算时通常需要分 n ≥ 0

和 n < 0 讨论。

—

11.4 Z 变换的应用：求解差分方程

线性常系数差分方程（LCCDE）是离散时间系统的时域数学模型。利用单边 Z 变换的时移

性质，可以非常优雅地解出包含初始条件的非齐次差分方程。

11.4.1 典型例题

例题 第十一章.1

已知一因果离散系统的差分方程为：

y(n)− 1

2
y(n− 1) = x(n)

若激励信号 x(n) =
(
1
3

)n
u(n)，且已知初始状态为 y(−1) = 1。求系统的全响应 y(n)。

解：对差分方程两边同时求单边 Z 变换。根据单边时移性质，有 Z[y(n−1)] = z−1Y (z)+y(−1)。

代入方程得：

Y (z)− 1

2

[
z−1Y (z) + y(−1)

]
= X(z)
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已知 x(n) =
(
1
3

)n
u(n)，其 Z 变换为 X(z) = 1

1− 1
3
z−1 = z

z− 1
3

，收敛域为 |z| > 1
3。将初始条

件 y(−1) = 1 和 X(z) 代入复频域代数方程中：(
1− 1

2
z−1

)
Y (z)− 1

2
=

1

1− 1
3z

−1

(
1− 1

2
z−1

)
Y (z) =

1

2
+

1

1− 1
3z

−1
=

1
2

(
1− 1

3z
−1
)
+ 1

1− 1
3z

−1
=

3
2 − 1

6z
−1

1− 1
3z

−1

两边同除以
(
1− 1

2z
−1
)
，得到系统全响应的像函数 Y (z)：

Y (z) =
3
2 − 1

6z
−1(

1− 1
2z

−1
) (

1− 1
3z

−1
)

上下同乘 z2，将其整理为关于 z 的有理分式以便于展开：

Y (z) =
z
(
3
2z −

1
6

)(
z − 1

2

) (
z − 1

3

) =⇒ Y (z)

z
=

3
2z −

1
6(

z − 1
2

) (
z − 1

3

)
利用部分分式展开法：

Y (z)

z
=

A

z − 1
2

+
B

z − 1
3

计算留数系数 A 和 B：

A =
3
2z −

1
6

z − 1
3

∣∣∣∣∣
z= 1

2

=
3
4 − 1

6
1
2 − 1

3

=
7
12
1
6

=
7

2

B =
3
2z −

1
6

z − 1
2

∣∣∣∣∣
z= 1

3

=
1
2 − 1

6
1
3 − 1

2

=
1
3

−1
6

= −2

于是有：
Y (z)

z
=

7
2

z − 1
2

− 2

z − 1
3

=⇒ Y (z) =
7

2

z

z − 1
2

− 2
z

z − 1
3

由于系统和输入信号均为因果的，故响应的收敛域为 |z| > 1
2。逐项求逆 Z 变换，最终得到

时域全响应解为：

y(n) =

[
7

2

(
1

2

)n

− 2

(
1

3

)n]
u(n)

□
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第十二章 场论

场论（Field Theory）是研究物理量在空间中分布与变化规律的数学工具，广泛应用于电磁
学、流体力学与理论物理中。空间中的场主要分为标量场（如温度场、电势场）和矢量场（如流

速场、电场）。本章将引入哈密顿算子（∇），系统阐述梯度的几何意义，散度与旋度的物理本
质，并深入讨论高斯定理与斯托克斯定理这两大连接低维积分与高维积分的核心纽带。

—

12.1 标量场的梯度

12.1.1 方向导数

标量场中某一点的变化率不仅与位置有关，还与选取的方向有关。

定义 第十二章.1 方向导数

设标量函数 u = f(x, y, z) 在点 P (x, y, z) 的某邻域内有定义。l⃗ = (cosα, cosβ, cos γ) 是
从点 P 出发的具有方向余弦的单位方向矢量。若极限

∂u

∂l
= lim

∆t→0

f(x+∆t cosα, y +∆t cosβ, z +∆t cos γ)− f(x, y, z)

∆t

存在，则称该极限为标量场 u 在点 P 沿方向 l⃗ 的方向导数。

若 u = f(x, y, z) 可微，则其沿 l⃗ 的方向导数可以通过偏导数线性组合求得：

∂u

∂l
=

∂u

∂x
cosα+

∂u

∂y
cosβ +

∂u

∂z
cos γ

12.1.2 梯度的定义与几何意义

为了寻找使得方向导数取得最大值的方向，我们引入梯度的概念。

定义 第十二章.2 梯度

设标量场 u = f(x, y, z) 在区域内各点存在一阶偏导数，则称矢量

gradu = ∇u =
∂u

∂x
i⃗+

∂u

∂y
j⃗ +

∂u

∂z
k⃗

为标量场 u 在该点处的梯度（Gradient）。其中 ∇ = i⃗ ∂
∂x + j⃗ ∂

∂y + k⃗ ∂
∂z 称为哈密顿算子

（Nabla 算子）。
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几何与物理意义：

1. 最大变化率：方向导数可写为内积形式 ∂u
∂l = ∇u · l⃗ = |∇u| cos θ。因此，当 l⃗ 与 ∇u 同向

时（θ = 0），方向导数取得最大值 |∇u|。这表明：梯度方向是标量场数值增长最快的法向
方向，梯度的模长等于该方向的最大增长率。

2. 正交性：标量场在空间中形成的等值面群为 f(x, y, z) = C。梯度矢量 ∇u 严格垂直于过

该点的等值面，即梯度恒指向等值面的正法线方向。

—

12.2 矢量场的散度与旋度

设矢量场在直角坐标系下的表达式为：A⃗(x, y, z) = P (x, y, z)⃗i+Q(x, y, z)⃗j +R(x, y, z)k⃗。

12.2.1 散度的定义与物理本质

定义 第十二章.3 散度

称标量

div A⃗ = ∇ · A⃗ =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

为矢量场 A⃗ 的散度（Divergence）

物理本质：散度是一个标量，表征了矢量场在某点处的“源头”或“汇”的强度。

• ∇ · A⃗ > 0：该点有正源，通量向外流出。

• ∇ · A⃗ < 0：该点有负源（汇），通量向内流入。

• ∇ · A⃗ = 0：该点无源。若在某区域内处处有 ∇ · A⃗ = 0，则称该场为无源场或管流场。

12.2.2 旋度的定义与物理本质

定义 第十二章.4 旋度

称矢量

rot A⃗ = curl A⃗ = ∇× A⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i⃗ j⃗ k⃗
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣
展开形式为：

∇× A⃗ =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
i⃗+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
j⃗ +

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
k⃗

为矢量场 A⃗ 的旋度（Curl）。

物理本质：旋度是一个矢量，表征了矢量场在某点处的旋转微观效应。它的方向是流体旋
转微元旋转轴的法向（符合右手螺旋定则），模长等于该点最大环流面密度。若在某区域内处处

有 ∇× A⃗ = 0⃗，则称该场为无旋场或保守场。
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—

12.3 场论两大核心积分定理

12.3.1 高斯散度定理

高斯定理建立了闭合曲面积分（宏观通量）与体积分（微观散度累加）之间的桥梁。

定理 第十二章.1 高斯散度定理 (Gauss’s Theorem)

设空间有界闭区域 V 的边界为分片光滑的闭曲面 S，n⃗ 是 S 的外法线单位矢量。若矢量

场 A⃗ 在 V 上有一阶连续偏导数，则有：
‹

S
A⃗ · n⃗ dS =

˚
V
(∇ · A⃗) dV

即通过闭合曲面的总通量等于该曲面所包围体积内散度的总和。

12.3.2 斯托克斯定理

斯托克斯定理建立了沿闭合曲线的线积分（环流）与以该曲线为边界的开放曲面积分（旋

度通量）之间的联系。

定理 第十二章.2 斯托克斯定理 (Stokes’s Theorem)

设 S 为分片光滑的开放曲面，其边界为分段光滑的空间右旋闭合曲线 Γ。n⃗ 为曲面 S 的

单位法矢量，且 Γ 的正方向与 n⃗ 满足右手螺旋法则。若 A⃗ 在包含 S 的开区域内有一阶

连续偏导数，则： ˛
Γ
A⃗ · dr⃗ =

¨
S
(∇× A⃗) · n⃗ dS

即矢量沿闭合回路的环流等于该回路所张曲面上旋度的总通量。

—

12.4 哈密顿算子的代数运算法则

∇ 算子具有双重身份：一方面它具有微分算子的特征（满足乘积微分求导律）；另一方面它
具有几何矢量的特征（满足点积、叉积的代数规律）。

12.4.1 一阶算子核心恒等式

设 u, v 为标量场，A⃗, B⃗ 为矢量场，以下恒等式在线性场论推导中被频繁使用：
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定理 第十二章.3 乘积性质恒等式

∇(uv) = u∇v + v∇u (12.1)

∇ · (uA⃗) = u(∇ · A⃗) +∇u · A⃗ (12.2)

∇× (uA⃗) = u(∇× A⃗) +∇u× A⃗ (12.3)

∇ · (A⃗× B⃗) = B⃗ · (∇× A⃗)− A⃗ · (∇× B⃗) (12.4)

12.4.2 二阶算子与拉普拉斯算子

将 ∇ 算子两次作用于场，可以得到五个主要的二阶场运算，其中有两项因“矢量几何恒等
性”（如 a⃗× a⃗ = 0⃗）而恒等于 0：

定理 第十二章.4 二阶核心恒等式

1. 梯度的旋度恒为零（保守场必无旋）：

∇× (∇u) = 0⃗ (rot(gradu) = 0⃗)

2. 旋度的散度恒为零（旋涡场必无源）：

∇ · (∇× A⃗) = 0 (div(rot A⃗) = 0)

另外，梯度的散度 ∇· (∇u)引入了一个极其核心的算子——拉普拉斯算子（Laplacian），记
为 ∇2 或 ∆：

∇ · (∇u) = ∇2u =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
+

∂2u

∂z2

—

12.5 典型例题解析

例题 第十二章.1

已知标量场为 u = x2yz3，求：

1. 在点 P (1, 2, 1) 处的梯度 ∇u；

2. 在点 P (1, 2, 1) 处沿从点 P 指向点 Q(2, 4, 3) 方向的方向导数 ∂u
∂l。

解： (1) 首先求标量场 u 在任意点处的各阶偏导数：

∂u

∂x
= 2xyz3,

∂u

∂y
= x2z3,

∂u

∂z
= 3x2yz2

将点 P (1, 2, 1) 代入上述偏导数中，可得：

∂u

∂x

∣∣∣∣
P

= 2(1)(2)(1)3 = 4,
∂u

∂y

∣∣∣∣
P

= (1)2(1)3 = 1,
∂u

∂z

∣∣∣∣
P

= 3(1)2(2)(1)2 = 6
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故点 P 处的梯度为：

∇u|P = 4⃗i+ j⃗ + 6k⃗

(2) 算出从点 P 指向点 Q 的位移矢量 P⃗Q：

P⃗Q = (2− 1)⃗i+ (4− 2)⃗j + (3− 1)k⃗ = i⃗+ 2⃗j + 2k⃗

其模长为 |P⃗Q| =
√
12 + 22 + 22 = 3。进而得到该方向的单位方向矢量 l⃗：

l⃗ =
P⃗Q

|P⃗Q|
=

1

3
i⃗+

2

3
j⃗ +

2

3
k⃗

根据方向导数与梯度的点积映射关系：

∂u

∂l
= ∇u|P · l⃗ = (4, 1, 6) ·

(
1

3
,
2

3
,
2

3

)
= 4 · 1

3
+ 1 · 2

3
+ 6 · 2

3
=

4 + 2 + 12

3
= 6

因此，场在点 P 沿 P⃗Q 方向的方向导数为 6。 □
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附录 A 补充材料

这里是附录内容（例如常用积分表、变换性质汇总等）。附录章节样式已由模板在 ‘
‘ 后自动切换为「附录 1 / 附录 1.1」格式。
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